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1 はじめに
不等間隔地点上で観測される多変量の定常確率場の時空間データに対して, 周波数領域における

スペクトル密度関数のノンパラメトリックな推定について考える. 時空間データでは, 調査地点が
地形の特殊性などの影響を受ける場合もあるため, 観測地点が不等間隔な場合は自然であり重要で
あるが, 格子点の場合とは別にスペクトル密度の Fourier級数近似理論を Rdへと拡張することが
必要となり困難が生じる. こうした中で, Matsuda and Yajima (2009)は不等間隔時空間データに
対して, ピリオドグラムに基づいて構成されるノンパラメトリックおよびパラメトリックな種々の
スペクトル推定量を提案し, それらの漸近的性質を明らかにしている. 特に, ノンパラメトリック
なスペクトル推定量に対しては一致性を導いている. ただし, この結果は単変量の確率場に対して
与えられており, ここでは主に多変量化について考える.

2 ノンパラメトリックなスペクトル推定量の漸近的性質
多変量の弱定常確率場 {X(s), s ∈ Rd} (d ≥ 2)によって表現される時空間データが, 不等間隔

地点 ti ∈ Sk = [0, A1(k)] × · · · × [0, Ad(k)], i = 1, · · · , nk において観測されるとする. ここで,

nk → ∞ (k → ∞)は標本の大きさであり, 観測地点は supp(g) ⊂ [0, 1]dなる確率密度関数 g(x)を
持つ iidな確率ベクトルui, i = 1, · · · , nkによって, ti = diag(A1(k), · · · , Ad(k))uiとして拡大因子
Aj(k), j = 1, · · · , dを通して実現されるものとする. さらに, X(s) = (X1(s), · · · , Xp(s))

⊤ (p ≥ 1)

の共分散行列のスペクトル表現 Γ(u) =
∫
Rd exp(i⟨u,λ⟩)f(λ)dλが可能であるとする.

このとき, スペクトル密度行列 f(ω) = (frs(ω))pr,s=1, ω ∈ Rdに対して, Matsuda and Yajima

(2009)によるノンパラメトリックなスペクトル推定量の多変量における適用について考える. こ
のスペクトル推定量 f̂(ω) = (f̂rs(ω))pr,s=1は, ラグ・ウィンドウ関数wk(x)の Fourier変換である
スペクトル窓関数Wk(λ) = (2π)−d

∫
Rd wk(x) exp(−i⟨λ,x⟩)dxとの合成積 (Wk ∗ Ik,rs)(ω)による

ピリオドグラム Ik(λ) = (Ik,rs(λ))
p
r,s=1の平滑化により定義され, ラグ・ウィンドウ推定量として

以下のように計算できる.

f̂rs(ω) =

∫
Rd

Ik,rs(ω − λ)Wk(λ)dλ

= (2π)−dG−1|Sk|n−2
k

nk∑
p=1

nk∑
q=1

Xr(tp)Xs(tq) exp(−i⟨ω, tp − tq⟩)wk(tp − tq).

ここで, |Sk| = A1(k)× · · · ×Ad(k)は観測領域の体積, G =
∫
[0,1]d |g(x)|

2dxは定数である.

本報告では, 混合増大領域漸近論の枠組みのもとで, 上記のクロス・スペクトル推定量の漸近的
性質を考える. 特に, Matsuda and Yajima (2009)の一致性を多変量の場合に述べ直して紹介する.
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