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1 はじめに 

 本研究の目的は、線形混合効果モデル (LME) を一般

化した関数型線形混合効果モデル (FLMM) のパラメー

タ推定を行う際に、データに応じた適応的な平滑化パラ

メータの選択を可能にすることである。 

2 関数型線形混合効果モデル (FLMM) 

線形混合効果モデル (LME) を 

ܻ ൌ ሺߙ  ሻߛ  ሺߚ  ܾሻ ܺ  	ߝ 	 	 ሺ݅ ൌ 1,2, … , ݊ሻ	 	  

と定める (Wu and Zhang [4], 船渡川, 船渡川 [5])。ߙ,  ߚ
は固定効果、また ߛ, ܾ は変量効果である。 

LME の説明変数が共変量 ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ の関数なら 

ܻ ൌ ሺߙ  ሻߛ  න ൫ߚሺݐሻ  ܾሺݐሻ൯ ܺሺݐሻ
்


ݐ݀   ߝ

とモデル化できる。これは関数型線形混合効果モデル 
(functional linear mixed effcet model, FLMM) と呼ばれ

る。推定対象は ߙ, ,ߛ ,ሻݐሺߚ ܾሺݐሻ や ݅ߝ	 の分散である。 

3 FLMM のパラメータ推定 

FLMM のパラメータ推定では REML-based EM を用

いる (Liu et al. [2])。 
FLMM では、関数型の勾配 ߚሺݐሻ, ܾሺݐሻ を推定する

際、データへの過度な適合を避けるため罰則を課す。罰

則の程度は平滑化パラメータ ൫ߣఉ, 、൯ により定められߣ

その選択は、勾配関数やその他のモデルパラメータの推

定精度に大きな影響を与える。 

4 平滑化パラメータの選択方法 

本研究では、平滑化パラメータを選択する 2 種類の方

法を比較する。一方は BIC 基準を用いて ൫ߣఉ, ൯ を同時ߣ

に選択する方法である。この選択方法は著者が本研究に

て推奨している手法である。もう一方は GCV と REML
を用いて個別に選択する方法である (Liu et al. [2])。そ

れぞれを選択方法 (A), (B) と呼ぶことにする。 

LME の形式で書けるモデルに対しては、最適な平滑化

パラメータを選択する方法として、(B) に相当する GCV
と REML がよく用いられてきた (Reiss and Odgen [3], 
Aydin and Memmedli [1], Liu et al. [2])。しかし FLMM
において、それらの規準では平滑化パラメータをうまく

選択できない。そこで、FLMM のモデルパラメータの推

定結果を基に、平滑化パラメータの選択方法 (B) よりも 
(A) の方が推奨されることを例示する。 

5 平滑化パラメータの選択方法の比較実験 

5.1 シミュレーションの設定 

シミュレーションで用いた FLMM は以下である (Liu et 
al. [2] 参照)。 

ܻ ൌ ሺߙ  ሻߛ  න ൫ߚሺݐሻ  ܾሺݐሻ൯ ܺሺݐሻ
்


ݐ݀   ߝ

ただし ݆ ൌ 1,2,…݉  は第 ݅ 観測群における観測の繰り

返しを表す。ߝ~	 Nሺ0,  。(は未知	ఌଶߪ) ఌଶሻ としたߪ

5.2 選択された平滑化パラメータ 

 選択方法 (A), (B) を比較するために、200 回の実験中

に方法 (A), (B) で選択された平滑化パラメータ ߣఉ	の値

の分布を以下の表 1にまとめた。 

表 1 logሺߣఉሻ の値 

―16 ―14 ―12 ―10 ―8 ―6 ―4 ―2 0 
(A) 2 1 8 149 38 2   
(B) 41 2 3 16 48    90 

          

表 1 において注目すべき箇所は、各選択方法が選択し

た割合が高かったパラメータ値 log൫ߣఉ൯ ൌ െ8, 0 に対応

する 2 列である。ߣఉ ൌ expሺെ8ሻ , exp	ሺ0ሻ が選ばれたとき

に推定された勾配関数 ߚመሺݐሻ (図 1, 2) を見ると、ߣఉ ൌ
exp	ሺെ8ሻ を選択すれば適切な平滑化が行えるが、ߣఉ ൌ
exp	ሺ0ሻ を選択すれば過度な平滑化を行ってしまうことが

視覚的にわかる。 
 

 

 

 

 

 

5.3 勾配関数の推定精度の比較 

選択された平滑化パラメータの割合の違いは、ߚሺݐሻ の
推定誤差 (RMISE) にも表れている。過度な平滑化を行

う値を選択する割合が高い選択方法 (B) では、RMISE
は 0.5090 であるのに対して、適切な平滑化が行える値を

選択する割合が高い選択方法 (A) では、RMISE が

0.2467 であり、約 50%推定精度が改善した。 

6. 結果のまとめ 

  結果として、BIC 基準を用いて同時に ൫ߣఉ, を選択	൯ߣ

する方が、GCV や REML を用いて個別に選択するより

も、より適切な平滑化を行えることを例示できた (表 1, 

図 1, 2 参照)。また、勾配関数の推定精度が上昇したこと

も示せた。 

 発表では、ߣ の選択や関数型説明変数 ܺሺݐሻ を離散

的な観測から近似する方法についても述べる。 
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