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ベクトル値正規分布Nm(0,Σ)から n個の iidサンプル Y1, . . . , Yn ∈ Rmが得られているとする．
ΣのMLE Σ̂ ∈ PD(m) (正定値行列錐) が確率 1で存在するための必要十分条件は n ≥ mである．
一方Σがより少ない次元のパラメータで記述されている場合は，その限りではない．ここでは，共
分散行列がクロネッカー直積構造を持つモデル Y1, . . . , Yn ∼ Nm1m2(0,Σ1 ⊗Σ2) (m1 ≥ m2) にお
いて，MLEの存在条件を論ずる．以下では Yi ∈ Rm1×m2 (m1 ×m2行列) と考える．

簡単な考察から MLEは m1m2 ≤ nとき一意に存在，nm2 = m1 のとき存在するが非一意，
nm2 < m1のときは尤度が発散しMLEは存在しないことがわかる．残された場合はm2 ≤ m1 <

nm2であるが，矛盾する結果が報告されている．

定理 1. m2 ≤ m1 ≤ nm2とする．X ∈ Rk×m2 (1 ≤ k < m2) を用いて
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, Sn(m1,m2) = min
1≤k<m2

{m2rn(m1,m2, k)−m1k}

とおく．MLEは Sn(m1,m2) > 0のとき一意に存在，Sn(m1,m2) < 0のとき存在しない．

以下では n = 2の場合のMLEの存在・非存在の条件を明示的に与える．

命題 1 (Ten Berge and Kiers, 1999; クロネッカーの標準形). 一般の位置にある Y1, Y2 ∈ Rm1×m2

(m1 > m2) に対して正則行列 S, T が存在し SY1T =
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)
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)
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.

命題 1の変換は r2(m1,m2, k)を変えないので，確率 1で Y1 =

(
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O

)
, Y2 =
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O
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)
とできる．

補題 1 (n = 2, m2 < m1 < 2m2 の場合). l =
⌈

m2
m1−m2

⌉
− 1 ≥ 1, na = (l + 1)m2 − lm1 > 0,

nb = (l + 1)m1 − (l + 2)m2 ≥ 0とおく．

r2(m1,m2, k) = min{k + a1 + b1 | 0 ≤ a1 ≤ na, 0 ≤ b1 ≤ nb, k ≤ a1(l + 1) + b1l}.

補題 2 (n = 2, m1 = m2 = mの場合). r2(m,m, k) = k (kは偶数，または Y −1
1 Y2の固有値は実);

= k + 1 (それ以外).

補題 1, 2を用いて S2(m1,m2)を陽に与え，MLEの存在・非存在の判定ができる．

定理 2. n = 2, m2 ≤ m1 < 2m2とする．確率 1で以下がなりたつ．

S2(m1,m2) = 0 (m1 = m2 ≥ 3); = 0 (m1 = m2 = 2かつ Y −1
1 Y2 は実固有値を持つ); = 1

(m1 = m2 = 2かつ Y −1
1 Y2 は複素固有値を持つ); = 1 (m1 = m2 + 1); = 0 (m1 > m2 + 1かつ

m1 −m2|m2); = −nanb (m1 −m2 ̸ |m2).

すなわち，m1 = m2 + 1あるいは “m1 = m2 = 2かつ Y −1
1 Y2が複素固有値を持つ”ときMLE

は一意に存在し，m1 −m2 ̸ |m2のときMLEは存在しない．

注意 1. 2× 2行列 Y1, Y2の各要素が独立な標準正規変量であるとき，Y −1
1 Y2が実固有値を持つ確

率は π/4
.
= 0.785．

具体的に与えられたm1,m2に対して r2(m1,m2)の値はグレブナー基底計算で具体的に求める
ことができ，補題 1の証明の過程では Mathematica を用いた実験を多く行っている．


