
正規 k標本問題におけるベイズ的縮小推定

東京大・経済 今井 凌

東京大・経済 久保川 達也

同じ測定機器を使う k 個の実験施設における各標本平均や, 隣接する k 地域での固定計画線形回帰における

回帰係数の OLS推定量などは, k個のサイズ 1の標本がそれぞれ p次元正規分布に従う k標本問題の設定にお

ける各標本の母平均ベクトルの推定量と捉えることができる. この際母平均間に同質性が推察される場合, 推

察される共通平均の存在を, 事前分布の設定を通じてモデルに組み込むベイズ推定が考えられるが, 決定理論的

な考察は [3]の 2標本問題までに留まっている. そこで本研究では以下のモデルを考察する. i = 1, . . . , k で

xi|µi
i.ni.d.∼ Np(µi, σ

2Vi),

µi|ν, τ2
i.ni.d.∼ Np(ν, τ

2Vi),

Vi は既知の p × p正定値行列, σ2 は未知とする. さらに, σ2 の推定量として x = (x1 · · ·xk)と独立に分布す
る S ∼ σ2χ2

n が得られているとする. 標本平均の例では各標本分散をプールしたもの, 線形回帰の例では残差

二乗和 Si = ∥Yi −Xiβ̂i∥2 ∼ σ2χ2
Ni−p が挙げられる. この設定の下で µ = (µ1 · · ·µk)の推定を考える.

まず損失としてL(µ̂,µ) =
∑k
i=1 ∥µ̂i − µi∥2V −1

i
/σ2を用いた同時推定を考える. A =

(∑k
i=1 V

−1
i

)−1

, ν̂ =

A
∑k
i=1 V

−1
i xi, F =

∑k
i=1 ∥xi − ν̂∥2V −1

i
/S, G = ∥ν̂∥2A−1 /S とおいたとき, ν|γ2 ∼ Np

(
0, γ2A

)
という事

前分布より得られる経験ベイズ推定量から縮小推定量のクラス

µ̂i(ϕ, ψ) = xi −
ϕ(F )

F
(xi − ν̂)− ψ(G)

G
ν̂ (1)

が導かれることを説明し, このクラスが各標本の観測 xや 2標本問題において [3]で考察されたクラスを優越し

ミニマックスとなる十分条件を導出する. リスクの評価には [1]の多変量正規分布に対する Steinの等式と, カ

イ 2乗等式を用いる. σ2が既知の場合に,得られた条件と [2]の結果から, π(τ2, γ2) ∝
(

σ2

σ2+τ2

)α (
σ2

σ2+τ2+γ2

)β
という事前分布を考えたときに得られる一般化ベイズ推定量がミニマックスかつ許容的な推定量となる α, β

の条件を与える. σ2 が未知の場合には, [4]に倣い (1)を ϕ(F, S), ψ(G,S)を用いたクラスへ拡張し, properな

事前分布によるミニマックスなベイズ推定量の導出を考察する.

次に, 損失として L(µ̂1, µ1) = ∥µ̂1 − µ1∥2Q /σ2 (Q は既知の正定値行列) を用いた µ1 の推定問題において

も, ある条件の下で (1)の縮小推定量 µ̂1(ϕ, ψ) = x1 − ϕ(F )
F (x1 − ν̂)− ψ(G)

G ν̂ が x1 を優越することを示す. 最

後に数値実験の結果と実データへの応用を紹介する.
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