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まず、長さ nのX = 0, 1の各 2進系列 xnに対して、aを正の定数、cを 1の頻度、w(θ) = Kθa−1(1−

θ)a−1 (K: 定数) として、Q(xn) :=

∫ 1

0
θc(1− θ)n−cw(θ)dθの値を割り当てる。この値は、Q(xn) ≥ 0お

よび
∑

xn Q(xn) = 1を満足していて、系列の確率のような解釈ができる。次に、別の長さ nの各 2進系
列 ynについて、Y = 0, 1のもとでのX = 0, 1の条件付確率に相当する何らかのQ(xn|yn)を計算して、
Q(xn)とQ(xn|yn)の大小を比較して、独立性を検定することを検討する。

この場合、Q(xn) :=
n∏

i=1

ci−1(xi) + a

i− 1 + 2a
およびQ(xn|yn) :=

∏
i:yi=0

ci−1(xi, yi) + b

ci−1(yi) + 2b
·
∏

i:yi=1

ci−1(xi, yi) + b

ci−1(yi) + 2b
で

計算する方法と、Q(xn, yn) :=
n∏

i=1

ci−1(xi, yi) + a

ci−1(yi) + 4a
およびQ(xn|yn) := Q(xn, yn)

Q(yn)
で計算する方法がある。

ただし、ci−1(xi)で (x1, · · · , xi−1)におけるxiの頻度、ci−1(xi, yi)で (x1, · · · , xi−1), (y1, · · · , yi−1)における
(xi, yi)の頻度とした。以下では、上記のQ(xn)およびQ(xn, yn)をそれぞれ、f(xn, a)および g(xn, yn, a)

とかくものとする。ここで、前者の場合、Q(xn|yn)Q(yn) = Q(yn|xn)Q(xn)とするためには、a = 2bが必
要になり、Q(xn|yn)Q(yn) = g(xn, yn, a/2)となる (Bayesian Dirichlet equivalent uniform [2], BDeu)。
また、後者 (Quotient Jeffreys’, QJ)の場合、a = 1/2 (Jeffreysの事前確率)をおくことが多い。したがっ
て、独立性検定は、独立である事前確率を 1/2とすれば、それぞれ、f(xn, a)f(yn, a) ≥ g(xn, yn, a/2)

および f(xn, 1/2)f(yn, 1/2) ≥ g(xn, yn, 1/2)であるときに、独立であるとみなすことになる。2値でな
く多値でも、2変数でなく多変数でも、独立性だけでなくベイジアンネットワークの構造学習などの条
件付き独立性の検定にも適用される [1])。
本論文では、BDeuと QJの性能の比較を行い、後者の卓越性に関して 2種類の命題を証明する。ま

ず、xi = h(yi), i = 1, · · · , nなる関数 h : {0, 1} → {0, 1}が存在するとき、確率変数 Z に関する系列 zn

が利用可能であっても、Xの Y に関する経験的条件付エントロピーが 0 であれば、パラメータ数のより
少ないモデルが選択されるべきであろう [3]。本論文では、QJでは、Xが Y のみに依存するモデルを選
択するが、BDeuでは、X が Y,Z の両方に依存するモデルを選択する (定理 1)ことを証明した。
また、真のパラメータ (確率、条件付確率の値)を固定して、nを大きくすると、両者とも誤り率が 0

になる、すなわち一致性を満足する。しかし、BDeuでは nをいくら大きくしても、誤り率が一定以上
のパラメータの組が存在し (pointwiseな一致性)、QJでは各 nで最も誤り率の高いパラメータの誤り率
が、0に収束する (uniformな一致性)。そのような証明を行った (定理 2)。
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