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P を確率分布とするとき，データX1, . . . , Xn
i.i.d.∼ P に基づく

帰無仮説H0 : P = N(m0,Σ0) v.s. 対立仮説H1 : P ̸= N(m0,Σ0)

の検定を “正規性の検定”という．1変量正規性の検定としては，シャピロ・ウィルク検定，コ
ルモゴロフ・スミノフ検定，歪度と尖度によるオムニバス検定などがよく知られており，多変
量でも同様に様々な検定方法が議論されている．本発表では，この正規性の検定の数理的な一
般化を考え，ヒルベルト空間に値を取る確率変数に対する正規性の検定について，検定統計量
を構築し，その漸近挙動について報告する．
ヒルベルト空間Hに値を取る確率変数Xが正規分布に従うとは，任意の h ∈ Hに対して，H
における内積 ⟨X, h⟩Hが 1変量の正規分布の確率変数となることである．また，任意のh, h′ ∈ H
に対し，⟨m,h⟩H = EX [⟨X, h⟩H]，⟨Σh, h′⟩H = cov (⟨X, h⟩H , ⟨X, h′⟩H)を満たすm ∈ Hと作用
素 Σ : H → Hが一意に存在し，m，Σをそれぞれ，X の期待値，共分散作用素といい，X の
従う正規分布をN(m,Σ)と表す．
H上の 2つの確率分布 P とN(m0,Σ0)との違いは

∆(P,N(m0,Σ0)) = sup
f∈F

∣∣EX∼P [f(X)]− EY∼N(m0,Σ0) [f(Y )]
∣∣ (1)

によって測られることが知られている．ここで，FはH上の実数値関数のクラスである．char-

acteristic kernel kの再生核ヒルベルト空間H(k)に対し，B1(k) = {f ∈ H(k) | ||f ||H(k) ≤ 1}を
H(k)の単位球とする．(1)のFとしてB1(k)を用いることで，P とN(m0,Σ0)のMMD（Max-

imum Mean Discrepancy）

∆(P,N(m0,Σ0)) = ||µ(P )− µ(N(m0,Σ0))||H(k)

によってそれらの違いを見ることができる．ここで，µ(P ) = EX∼P [k(X, ·)]，µ(N(m0,Σ0)) =

EX∼N(m0,Σ0) [k(X, ·)]は確率分布 P，N(m0,Σ0)のカーネル kによる埋め込みである．Hにおけ
るデータX1, . . . , Xn

i.i.d.∼ P を用いて，µ(P )は µ̂(P ) = (1/n)
∑n

i=1 k(Xi, ·)によって推定され，
(m̃, Σ̃)を (m0,Σ0)の一致推定量すると，µ(N(m0,Σ0))は µ(N(m̃, Σ̃))によって推定される．し

たがって，∆2 = ||µ(P )− µ(N(m0,Σ0))||2H(k)は ∆̂2 =
∣∣∣∣∣∣µ̂(P )− µ(N(m̃, Σ̃))

∣∣∣∣∣∣2
H(k)
によって推定

される．さらに，µ(N(m,Σ))が (m,Σ)に関して連続であるとき，∆̂2は∆2の一致推定量となっ
ている．
本発表では特に，帰無仮説H0 : P = N(m0,Σ0)のもとで，n∆̂2と漸近同等となる統計量を
導き，退化 U 統計量の結果に帰着させることで n∆̂2の漸近分布が得られることについて報告
する．


