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1 はじめに

周期性を持つ確率変数は，角度変数 Θi と呼ばれ，単

位円周上 S1 で定義される．周期性を持つ現象の構造を
明らかにするためによく用いられる方法は，実数直線上

で定義された目的変数 Yi と角度変数 Θi を含む説明変数

ベクトルUi の関係を回帰モデルで推定することである．

Di Marzio et al. (2009)は、説明変数ベクトルΘi が

q 次元トーラス Sq1 上のベクトル Θi = (Θi1, . . . ,Θiq)
T

で与えられるノンパラメトリック回帰を提案した．ま

た、Qin et al. (2011) は、説明変数ベクトルが d 次元

実数空間 Rd 上のベクトルと 1次元角度変数からなるベ

クトル Ui = (Xi,Θi)
T で与えられるノンパラメトリッ

ク回帰を提案した．これら２つのノンパラメトリック回

帰は、角度変数上のカーネル関数と平滑化パラメータを

分離することができず、一般的な性質を求めることが難

しい．

本稿では、Di Marzio et al. (2009)とQin et al. (2011)

のノンパラメトリック回帰を一般化し、説明変数ベクト

ルが Rd 上のベクトルXi と Sq1 上のベクトルΘi からな

る d + q 次元ベクトル Ui = (XT
i ,Θ

T
i )

T で与えられる

ノンパラメトリック回帰を提案し、その理論的性質を与

える．

2 提案するノンパラメトリック回帰

目的変数 Yi は

Yi = m(Ui) + v1/2(Ui)εi,

とする．ただし，誤差項 εi は，平均が 0，分散が 1の互

いに独立な確率変数，m は回帰関数，v(Ui) は Yi の条

件付分散とする．

回帰係数を β = (β0, β1, . . . , βd+q)
T としたとき，提案

する実数トーラス上のノンパラメトリック回帰 m̂(u;H)

は，次の重み付き二乗誤差：
n∑

i=1

{Yi − βTUu}2KH(Ui − u)

を最小にする切片 β̂0 で与えられる．ただし，

Uu :=

1 (X1 − x)T sin(Θ1 − θ)
...

...
...

1 (Xn − x)T sin(Θn − θ)


は n × (d + q + 1) デザイン行列を表す．H :=

diag{h2
1, . . . , h

2
d, h

2
d+1, . . . , h

2
d+q}はバンド幅行列，カー

ネル関数 KH(u)は、２つのプロダクトカーネル関数の

積として，

KH(u) := K(Hd)(x)×K(Hq)(u),

と定義される．ただし，

K(Hd)(x) :=

d∏
j=1

K(xj/hj)/hj

であり、

K(Hq)(x) :=

q∏
j=1

K(hj)(θj)

である．ただし，K(hj)(θj)は，Hall et al. (1987)が定

義した K(hj)(θj) = C−1
h (L)L(h{1 − cos(θj)}) である．

ただし，Ch(L)は関数 L()の基準化定数である．

我々は，Hall et al. (1987)が与えたカーネル関数は h

と関数 L()を分離可能であることを示す．この性質を用

いて、m̂(u;H)の条件付バイアスと分散の収束レートを

導出できる．hj = hとおいたとき，m̂(u;H)のバイア

スと分散はそれぞれ，

BiasY [m̂(u;H)|Θn] = Op(h
2),

VarY [m̂(u;H)|Θn] = Op(n
−1h−(d+q)),

となる．バイアスと分散の導出によって，MISEの収束

レート、バンド幅選択や漸近正規性などの議論が可能に

なる。

3 数値実験

数値実験の結果を当日に発表する．
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