
Gibbs確率分割における統計的推測への代数的接近
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n(∈ N)個の要素を k個のクラスタに割り当てる組み合わせ構造を考える．非負の整数列 {vn,k}, {wi},
i, k ∈ [1, 2, ..., n]を，それぞれ，大きさ iのクラスタがとる組み合わせ構造の数，n個の要素を k個のクラ
スタに割り当てる方法の数とすると，可能な組み合わせ構造の総数はBn(vn·, w·) :=

∑n
k=1 vn,kBn,k(w·)

で与えられる．ただし，

Bn,k(w·) = n!
∑

s·:
P

si=k,
P

isi=n

n∏
i=1

(wi

i!

)si 1
si!

は偏 Bell多項式，si は大きさ iのクラスタの数である．非負の数列 v, w について，自然数 nの自然数
による分割 (n1, ..., nk),

∑k
i=1 ni = nが

pn(n1, ..., nk) = vn,k

k∏
i=1

wni

のような確率法則に従う確率分割Πn を，v, wを母数とするGibbs分割という [1]．2013年の連合大会
では，Faà di Brunoの公式を通じてクラスタの大きさの極値の漸近的性質を母函数の解析に帰着でき
ることを指摘し，Gibbs分割の重要な例である Pitman分割に関する結果を報告した [2]．本講演では，
Gibbs分割における統計的推測について報告する．
母数 w に興味があるとし，v を局外母数とすることは自然である．例えば，Pitman分割では wi =

(1 − α)i−1, −∞ < α < 1であるが，α = 0は Dirichlet過程からの標本であり，Ewens分割として知ら
れる特別な位置を占めていて，αの符号により性質が本質的に異なる．クラスタの総数は局外母数 vの
十分統計量であり，条件付分布は

P(Si = si; i = 1, ..., n||Πn| = k) =
n!

Bn,k(w·)

n∏
i=1

(wi

i!

)si 1
si!

で与えられる．そこで，wに関する相似検定，条件付き最尤法を考える．条件付き最尤法については

ŵ = argmaxw

(
n∑

i=1

si log wi − log Bn,k(w·)

)
.

に帰着するが，組み合わせに因る大きな数を扱うので，厳密な計算は簡単ではない．ところで，A-超幾
何函数は

ZA(b; p) = n!
∑

s·:As=b

n∏
i=1

psi

si!
.

で定義されるが，偏 Bell多項式は A-超幾何函数 ZA(b; w·/·!)である．ここで，

A =

(
1 2 · · · n

1 1 · · · 1

)
, b =

(
n

k

)

である．配置行列 Aの toric idealに着目することで，偏 Bell多項式を微分方程式系の解として与える
ことができ，数値計算が可能になる．
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