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1 はじめに
識別・判別問題において，どの群に属するか既に分かっているデータ (ラベルありデー
タ) と群の所属が未知のデータ (ラベルなしデータ) が混在している状況の下，ラベルあ
りデータのみに基づいて判別モデルを構成するのではなく，ラベルなしデータを効果的に
用いることにより判別モデルを構成し，予測の精度を向上させる手法は，半教師あり学
習法と呼ばれている (Chapelle et al., 2006)．近年この学習法は大きな注目を集めており，
学習データの取得が高コストである分野，特にバイオインフォマティックスやテキスト分
類などの分野で応用されつつある (例えば，Nigam et al., 2000; Chapelle and Zien, 2005;

Dean et al., 2006; Pan et al., 2006参照)．
一方，離散時点で経時的に測定・観測されたデータに関数化処理を施し，得られる関数
データ集合を解析対象とする手法は関数データ解析と呼ばれ，諸科学のさまざまな分野で
その有用性・重要性が報告されている (Ramsay and Silverman, 2002; 2005)．しかし，群
の所属が既知の関数データ (ラベルあり関数データ) と未知の関数データ (ラベルなし関
数データ) の両方の情報を用いた判別モデルに関する研究，つまり，関数データ集合に対
する半教師あり学習法の研究についてはいまだ十分に確立していない．
本報告では，各個体の観測データに対して関数化処理を施し，関数データ集合を対象と
した半教師ありロジスティック識別・判別法を提案する．モデルに含まれるパラメータの
推定には，モデルの安定化を図るために正則化法を適用し，推定アルゴリズムにEMアル
ゴリズムを用いる．また，モデルに含まれるチューニングパラメータの値を客観的に選択
するために，ベイズアプローチに基づくモデル評価基準を導出する．さらに，実データへ
の適用を通して提案手法の有効性を検証する．

2 関数データ
いま，n個の個体に対して特性X(∈ R)について変数 T (∈ R)をともない観測された離
散的なデータ集合

{(tαj, xαj); j = 1, . . . , Nα, tαj ∈ T (⊂ R)}, (α = 1, . . . , n), (1)

が与えられたとする．ただし，xαjはα番目の個体の時点 tαjでの観測データとする．この離
散データに対して非線形回帰モデルを当てはめることにより，関数データ集合 {xα(t); t ∈
T } (α = 1, . . . , n) を求める．
観測データ集合 {(tαj, xαj); j = 1, . . . , Nα}は，次のような回帰モデルに従うと仮定する．

xαj = uα(tαj) + εαj, j = 1, . . . , Nα. (2)
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図 1: 基底展開法による離散データの関数化の例．丸印は離散データ，図下部の曲線は基
底関数，図上部の曲線は関数データを表す．

ここで，uα(·)は未知の平均構造，εαjは平均 0，分散σ2
xα
の正規分布に従うものとする．未

知の平均構造uα(·)は，基底関数と呼ばれるm (< Nα)個の既知の関数φi(t) (i = 1, . . . ,m)

の線形結合により，

xαj =
m∑

i=1

cαiφi(tαj) + εαj = cT
αφ(tαj) + εαj (3)

と表されると仮定する．ただし，cα = (cα1, . . . , cαm)T はm次元係数ベクトル，φ(t) =

(φ1(t), . . . , φm(t))T はm次元基底関数ベクトルとする．
基底関数としては，これまでデータの特性・分析目的に応じて，フーリエ級数，B-ス
プライン (Imoto and Konishi, 2003)，ウェーブレット (Fujii and Konishi, 2006)などさま
ざまなものが用いられてきた．本報告では，基底関数としてガウス型基底関数を用い，特
に次で与えられるガウス型基底関数を用いることとする (Kawano and Konishi, 2007)．

φi(t) = exp

{
−(t − τi+2)

2

2h2

}
, h =

τi+2 − τi

3
. (4)

ここで，τiは昇順の数列で，τ4，τm+1がそれぞれ全観測時点の始点，終点となるように等
間隔に配置された節点とする．したがって，(2)式と (4)式よりガウス型基底関数に基づ
く非線形回帰モデルは次式で表される．

f(xαj|tαj; cα, σ2
xα

) =
1√

2πσ2
xα

exp

[
−{xαj − cT

αφ(tαj)}2

2σ2
xα

]
, j = 1, . . . , Nα. (5)

係数パラメータ cαと誤差分散 σ2
xα
は，正則化法に基づいて推定する．すなわち，モデ

ルの対数尤度関数に正則化項を付与した正則化対数尤度関数

�ζα(cα, σ2
xα

) =
Nα∑
j=1

log f(xαj|tαj; cα, σ2
xα

) − Nαζα

2
cT

αΩcα
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= −Nα

2
log(2πσ2

xα
) − 1

2σ2
xα

(xα − Φαcα)T (xα − Φαcα) − Nαζα

2
cT

αΩcα (6)

の最大化により推定する．ここで，Φα = (φ(tα1), . . . , φ(tαNα))T，xα = (xα1, . . . , xαNα)T

であり，ζα (> 0)は罰則の度合いを調整する正則化パラメータ，Ωはm×mの既知の非負
値定符号行列とする．特に，本報告ではD2を 2次の差分行列としたとき，非負値定符号
行列としてΩ = DT

2 D2を用いる．(6)式の最大化によって得られる正則化推定量 ĉα, σ̂2
xα

は，それぞれ次式で与えられる．

ĉα = (ΦT
αΦα + Nαζασ̂2

xα
Ω)−1ΦT

αxα, σ̂2
xα

=
1

Nα

(xα − Φαĉα)T (xα − Φαĉα). (7)

正則化パラメータ ζαおよび基底関数の個数mの選択方法については，Konishi and Kita-

gawa (2008) を参照されたい．図 1は，ガウス型基底関数を用いた非線形回帰モデルによ
る離散データの関数化の例を表している．ここで，丸印は離散データ，図下部の山形の曲
線群が基底関数，図上部の曲線が得られた関数データである．
したがって，uα(t)の推定量 ûα(t) = ĉT

αφ(t)を関数データ xα(t)として，離散データ集
合 {(tαj, xαj); j = 1, . . . , Nα, α = 1, . . . , n}に替えて，関数データ集合

{xα(t); t ∈ T , α = 1, . . . , n} (8)

をデータとして用いる．

3 半教師あり関数データ判別
3.1 関数ロジスティックモデル
いま，n1組のラベルあり関数データ {(xα(t), gα); α = 1, . . . , n1}と (n− n1)組のラベル
なし関数データ {xα(t); α = n1 + 1, . . . , n}に基づいてL群半教師あり関数ロジスティック
判別方式を構成する．群の所属が既知の関数データ xα(t)が観測されたとき，それが第 k

群からのものである事後確率を

Pr(gα = k|xα), k = 1, . . . , L,

とすると，関数データ集合に基づくロジスティックモデルは

log

{
Pr(gα = k|xα)

Pr(gα = L|xα)

}
= βkf +

∫
xα(t)βk(t)dt = βT

k zα, k = 1, . . . , L − 1, (9)

として与えられる (Araki et al., 2009)．ただし，βk(t)は (3) 式の基底関数を用いること
により，

βk(t) =
m∑

j=1

βkjφj(t) (10)
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と基底展開できるものと仮定し，βk = (βkf , βk1, . . . , βkm)T，zα = (1, wT
αJ)T とする．ま

た，Jは基底関数交差積行列J =
∫

φ(t)φT (t)dtを表し，各 (i, j)成分は以下で与えられる．

Jij =
√

πh2 exp

{
−(τi+2 − τj+2)

2

4h2

}
. (11)

一方，(9)式を変形すると

Pr(gα = k|xα) =
exp{βT

k zα}
1 +

∑L−1
j=1 exp{βT

j zα}
, k = 1, . . . , L − 1, (12)

Pr(gα = L|xα) = 1 −
L−1∑
k=1

Pr(gα = k|xα) =
1

1 +
∑L−1

j=1 exp{βT
j zα}

, (13)

が得られる．確率Pr(gα = k|xα)はパラメータβ = (βT
1 , . . . , βT

L−1)
T に依存しているため，

Pr(gα = k|xα) = πk(xα; β)と記述するものとする．
次に，群のラベルを表す (L − 1)次元ラベル変数Y = (Y1, . . . , YL−1)

T を

yα = (y
(α)
1 , . . . , y

(α)
L−1)

T =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(0, . . . , 0, 1
(k)

, 0, . . . , 0)T if gα = k, (k = 1, . . . , L − 1),

(0, . . . , 0)T if gα = L,

と定義する．このとき，ラベル変数ベクトル yαは多項分布

f(yα|xα; β) =
L−1∏
k=1

πk(xα; β)y
(α)
k {πL(xα; β)}1−

∑L−1

j=1
y
(α)
j (14)

に従う．また，(n − n1)個のラベルなし関数データ {xα(t); α = n1 + 1, . . . , n}に対して，
どの群から得られたかを表す観測変数

tα = (t
(α)
1 , . . . , t

(α)
L−1)

T =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(0, . . . , 0, 1
(k)

, 0, . . . , 0)T if xα(t)が第 k群に属する,

(0, . . . , 0)T if xα(t)が第 L群に属する,

を別に得たとする．このとき，tαは (14) 式と同じ確率 πk(xα; β)を持つ多項分布に従う
と仮定することができる．したがって，n1個のラベルあり関数データと (n − n1)個のラ
ベルなし関数データに基づいて，対数尤度関数を

�(β) =
n1∑

α=1

[
L−1∑
k=1

y
(α)
k βT

k zα − log

(
1 +

L−1∑
l=1

exp{βT
l zα}

)]

+
n∑

α=n1+1

[
L−1∑
k=1

t
(α)
k βT

k zα − log

(
1 +

L−1∑
l=1

exp{βT
l zα}

)]
(15)

として構成することができる．
また，将来のデータ xα(t)は事後確率Pr(gα = k|xα) (k = 1, . . . , L− 1)が最大となる群
に判別される．
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3.2 モデルの推定
モデルのパラメータβ = (βT

1 , . . . , βT
L−1)

T は，対数尤度関数に正則化項を付与した次の
正則化対数尤度関数の最大化に基づいて推定する．

�λ(β) = �(β) − n1λ

2

L−1∑
k=1

βT
k Kβk. (16)

ここで，λ (> 0)は正則化パラメータであり，モデルの複雑さを調整する働きを持つとと
もに，モデルの安定化に寄与する機能も持つ．K は (m + 1) × (m + 1)型の行列であり，
具体的には，

K =

⎛
⎝ 0 0T

0 K∗

⎞
⎠ (17)

で与えられる．ここで，0はm次元 0ベクトル，K∗はm×m型の既知の非負値定符号行
列である．K∗としては，単位行列 Im，2次差分行列D2によるDT

2 D2などさまざまもの
が用いられるが (詳細については，例えば，Konishi and Kitagawa, 2008 参照)，本報告で
は単位行列 Imを用いる．
しかし，(16) 式の正則化対数尤度関数は未知の量 t

(α)
k を含んでいるため，この正則化対

数尤度関数の最大化は一般に困難である．そこで，変数 t
(α)
k を潜在変数と捉え，EMアル

ゴリズム (Dempster et al., 1977) を適用することを考える．
EMアルゴリズムは不完全な状態で観測されたデータについて，最尤法 (正則化法) に
基づいた推測を行うための推定アルゴリズムであり，統計学のみならず工学・医学・経
済学などのさまざまな分野で用いられている (詳細については，例えば，McLachlan and

Peel, 2000; 小西他, 2008 参照)．EMアルゴリズムを今回の半教師あり関数ロジスティッ
クモデルに適用することにより，(16) 式の最大値を与える推定値 β̂は以下のアルゴリズ
ムに従い求めることができる．

[推定アルゴリズム]

Step1 ラベルあり関数データ {(xα(t), gα); α = 1, . . . , n1}のみに基づいて，パラメータ
βを推定する．また，この関数の最大化には数値的最適化法の 1つであるNewton-

Raphson法を用いる (詳細については，例えば，Green and Silverman, 1994参照)．

Step2 得られた推定値 β̂に基づいてL群判別方式 P̂r(gα = k|xα) = πk(xα; β̂)を構成する．

Step3 Step2で得た判別方式を用いることにより，ラベルなし関数データxα(t) (α = n1 +

1, . . . , n)に対して事後確率 P̂r(gα = k|xα) (k = 1, . . . , L)を求める．この事後確率に
従い，tαを各 αに対して，次のように推定する．

t̂α = (t̂
(α)
1 , . . . , t̂

(α)
L−1)

T = (P̂r(gα = 1|xα), . . . , P̂r(gα = L − 1|xα))T . (18)

Step4 (16) 式に含まれる t
(α)
k を t̂

(α)
k に置き換えた関数の最大化に基づいて推定値 β̂を得

る．また，この関数の最大化にはNewton-Raphson法を用いる．
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Step5 収束条件が満たされるまで Step2から Step4を繰り返す．

ここで，上記のアルゴリズムの収束条件は，j番目，(j + 1)番目の更新における正則化対
数尤度関数をそれぞれ �

(j)
λ ，�

(j+1)
λ と定めるとき，|�(j+1)

λ − �
(j)
λ | < εとする (εは十分小さ

い正の数とする)．
(16) 式の最大化に基づいて得られる推定値 β̂を (14) 式に代入することにより，統計モ
デル f(yα|xα; β̂)が得られる．しかし，この統計モデルは正則化パラメータ λの値に依存
しているため，このパラメータの値を適切に選択する必要がある．次節では，このパラ
メータの値を適切に選択するために，統計モデル f(yα|xα; β̂)を評価する基準をベイズ理
論の観点から導出する．

4 モデル評価基準
Schwarz (1978)は，ベイズアプローチに基づいてモデル評価基準BICを提案した．BIC

は，最尤法によって推定されたモデルを評価するための基準であったが，Konishi et al.

(2004) はパラメータβの事前分布を (退化した) 正規分布と考えることで，正則化法によ
り推定されたモデルの事後確率のラプラス近似から得られるモデル評価基準を導出した．

GBIC = −2
n1∑

α=1

logf(yα|xα; β̂) + n1λ
L−1∑
k=1

β̂T
k Kβ̂k + log|R(β̂)|

− (L − 1)log|K|+ − (L − 1)(m + 1 − d)logλ − (L − 1)d log

(
2π

n1

)
. (19)

ここで，|K|+は行列Kの 0でない固有値の積であり，dは行列Kの階数，R(β̂)は次で
与えられる (L − 1)(m + 1)× (L − 1)(m + 1)型行列である．

R(β̂) = − 1

n1

(H � G)T (H � G) +
1

n1

I + λJ. (20)

ここで，�は行列の成分毎の積を表す．GはG = (Z, . . . , Z)となる n1 × (L − 1)(m + 1)

型行列であり (Z = (z1, . . . , zn1)
T )，H = (π11

T
m+1, . . . , πL−11

T
m+1) (πk = (Pr(g1 =

k|x1), . . . , Pr(gn1 = k|xn1)))，I = diag{ZT diag(π1)Z, . . . , ZT diag(πL−1)Z}，J = diag{K,

. . . ,K}である．
モデル評価基準GBICの値を最小にする正則化パラメータ λの値を選択し，対応する
モデルを最適なモデルとする．

5 適用例
Spellman et al. (1998) による遺伝子発現プロファイルデータへの適用を通して提案手
法の有効性を検証する．このデータは，77時点における 6178個の酵母菌の遺伝子発現量
を測定したものであり，今回は 24時点における細胞周期が同定された欠損値を除く 632
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図 2: 各群における関数データ集合の例．各群にはそれぞれ 10本の関数データが描かれ
ている．
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図 3: 10回の反復に対する予測誤差の平均の推移 (実線：提案手法，破線：教師あり関数
ロジスティック判別手法)

個の遺伝子データを用いた．また，細胞周期はM/G1，G1，S，S/G2，G2/Mの 5群に分
類されている．
まず，各遺伝子に対して，得られた 24時点の離散データに非線形回帰モデルをあては
めることにより，図 2のような関数データ集合を得た．次に，得られた 632個の関数デー
タを無作為に 300個の学習データと 332個のテストデータに分けた．また，半教師あり学
習を行うために，学習データ数の 15%, 20%, 30%, 40%, 50%をラベルあり関数データと
無作為に割り当て，各ラベルあり関数データの割合に対して残りをラベルなし関数データ
と設定した．
適用に際して，得られた関数データに基づいて半教師あり関数ロジスティックモデルを
構築し，332個のテストデータを用いて予測誤差を計算した．また，正則化パラメータ λ

の値は 4節で導出したモデル評価基準GBICの最小化に基づいて選択した．比較対象とし
て，Araki et al. (2009)により提案された教師あり関数ロジスティック判別モデルを用い
た．ここで，上記の教師あり関数ロジスティックモデルは，ラベルあり関数データのみに
基づいて推定されることに注意されたい．
図 3は 10回の反復により得られた予測誤差の平均の推移を表している．ここで，実線
が提案手法，破線が教師あり関数ロジスティック判別手法 (Araki et al., 2009) を示す．図
3から，提案手法は，学習データ中のラベルあり関数データの割合が少ないときに予測誤
差を小さくしているのが見て取れる．これより，少量のラベルあり関数データと大量のラ
ベルなし関数データが得られたという状況においては，提案手法は従来の教師あり判別手
法より有効に働くものと考えられる．
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