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Abstract

近年、ベイジアンネットワークの学習の研究では、ディレクレ事前分布におけ
る equivalent sample size (ESS)と呼ばれるハイパーパラメータが非常に重要
な役割をはたしていることが報告されている。本研究では、最も一般的なベイ
ジアンネットワークの学習である対数BDeu (Bayesian Dirichlet equivalence
uniform)について漸近分析を行い、ESSの基本的な性質を導く。BDeuは、
ESSのアーク追加へのペナルティの働きをする項とアーク追加を助長する項
に分解でき、それらがトレードオフの関係になっており、そのために学習効
率が ESSに対して非常にセンシティブになることを導いた。ESSの値を大
きくするとベイジアンネットワークのアーク数が完全グラフになるまで増え
続けるという直感的には逆の結果も証明した。

1 はじめに

近年、ベイジアンネットワークの学習の研究では、ディレクレ事前分布における equivalent
sample size (ESS)と呼ばれるハイパーパラメータが非常に重要な役割をはたしていることが
報告されている。Steck and Jaakkola (2002)は、ESSが 0に近づくとアークがつきにくくな
ること、ESSが大きくなるとアークの数は増加し続けることを示した。Silander, Kontkanen,
and Myllymaki(2007) は、シミュレーション実験を行い、Steckらの研究結果を確認した上で、
ESSの値に対してベイジアンネットワーク学習が非常にセンシティブであることを示した。し
かし、彼らもこれらの現象に対する明確な理由は見つけられなかったと報告している。Ueno
(2008)も同様にシミュレーションにより ESSの値に対してベイジアンネットワーク学習が非
常にセンシティブであることを示したうえで、経験ベイズによる ESSの最適化法を用いたベイ
ジアンネットワーク学習法を提案している。Steck(2008) は、二ノードにおける BDeuのアー
クあるなしのベイズファクターの漸近展開が skewness (non-uniformity)と model complexity
で表現できることを示している。しかし、この漸近展開では先行研究で示されてきた BDeuに
おける学習の振る舞いを十分には説明できていない。

本研究では、最も一般的なベイジアンネットワークの学習である対数BDeu (Bayesian Dirichlet
equivalence uniform)について漸近分析を行い、ESSの基本的な性質を導く。BDeuは、ESS
のアーク追加へのペナルティの働きをする項とアーク追加を助長する項に分解でき、それら
がトレードオフの関係になっており、そのために学習効率が ESSに対して非常にセンシティ
ブになることを導いた。ESSの値を大きくするとベイジアンネットワークのアーク数が完全
グラフになるまで増え続けるという直感的には逆の結果も証明した。

2 ベイジアンネットワークの学習

N 個の離散変数 {x1, x2, · · · , xN}で、それぞれの値が {0, · · · , ri − 1}のどれかの状態を取る
とする。xi が kのとき xi = kと書く。あるベイジアンネットワークの構造 g ∈ Gについて,
同時確率分布は以下のように得られる。

p(x1, x2, · · · , xN | g) =
N∏

i=1

p(xi | Πi, g), (1)

ここで、 G はすべての可能なベイジアンネットワーク構造集合、Πi は変数 xiの親ノード集
合を示す。
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θijk を xiの親ノードが j 番目のパターンをとったとき (Πi = j と書く)の xi = kとなる条件
付き確率パラメータとする。Buntine(1991)は、θijk に対し、ディレクレ事前分布を仮定し、
EAP (Expected a Priori) 推定値 θ̂ijk を用いている。すなわち、

θ̂ijk =
αijk + nijk

αij + nij
, (k = 0, · · · , ri − 2), (2)

ここで nijk は、Πi = j のときの xi = kとなるサンプル数を示し、nij =
∑ri−1

k=0 nijk とする。
αijk はディレクレ分布のハイパーパラメータを示し、nijk に対応した疑似サンプルと解釈で
きる。ここで、αij =

∑ri−1
k=0 αijk, ̂θij(ri−1) = 1−∑ri−2

k=0 θ̂ijk である。このとき、予測分布は
以下のようになる。

p(X | g) =
N∏

i=1

qi∏

j=1

Γ(αij)
Γ(αij + nij)

ri−1∏

k=0

Γ(αijk + nijk)
Γ(αijk)

, (3)

ここで、qi は Πi のパターン数 qi =
∏

xl∈Πi
rl を示し、 X はデータを示す。ベイジアンネッ

トワークの学習とは、上の予測分布を最大化するネットワーク構造を見つけることである。

特にHeckerman et al. (1995)は、 likelihood equivalenceを満たす十分条件として以下のハイ
パーパラメータの制約を提案している。彼らはこの基準をBDe(Bayesian Dirichlet equivalence)
と呼んでいる。

αijk = αp(xi = k, Πi = j | gh), (4)
ここで α は equivalent sample size (ESS)と呼ばれユーザーが決定できるハイパーパラメー
タである。gh はユーザーの事前知識を反映したベイジアンネットワークの仮説構造を示して
いる。

Buntine(1991)が提案した事前分布のハイパーパラメータの制約 αijk = α
(riqi)

は BDeの特別
な場合と考えられ、 Heckerman et al.(1995) は「BDeu」と呼んでいる。

3 対数予測分布の漸近解析

本節では、対数予測分布の漸近解析により基本的性質を明らかにする。
Theorem 1. 対数予測分布は漸近的に以下により示される。

log p(X | g) = H(g, α)−H(g, α,X)− 1

2

NX
i=1

qiX
j=1

ri−1X

k=0

log

„
1 +

nijk

αijk

«
(5)

ここで H(g, α),H(g, α,X)は、以下のエントロピーを示す。

H(g, α) = −
N∑

i=1

qi∑

j=1

ri−1∑

k=0

αijk log
αijk

αij

H(g, α,X) = −
N∑

i=1

qi∑

j=1

ri−1∑

k=0

(αijk + nijk) log
(αijk + nijk)
(αij + nij)

Proof. 式 (3)より対数事後分布は、

log p(X | g) =

NX
i=1

qiX
j=1

 
ri−1X

k=0

log Γ(αijk + nijk)− log Γ(αij + nij)

!

+

NX
i=1

qiX
j=1

 
log Γ(αij)−

ri−1X

k=0

log Γ(αijk)

!

aが十分大きい時の以下のスターリン展開 [2]を用いる。

log Γ(a) =
1
2

log(2π) +
(

a− 1
2

)
log a− a +O

(
1
a

)
,
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α + nが十分大きいとき、

NX
i=1

qiX
j=1

 
ri−1X

k=0

log Γ(αijk + nijk)− log Γ(αij + nij)

!

=

NX
i=1

qiX
j=1

 
ri−1X

k=0

(αijk + nijk) log(αijk + nijk)− (αij + nij) log(αij + nij)

+
ri − 1

2
log(2π)− 1

2

ri−1X

k=0

log(αijk + nijk) +
1

2
log(αij + nij)

!
+O(

PN
i=1 riqi

n + α
)

=

NX
i=1

qiX
j=1

ri−1X

k=0

(αijk + nijk) log
(αijk + nijk)

(αij + nij)

+
1

2

NX
i=1

qiX
j=1

 
ri − 1

2
log(2π)−

ri−1X

k=0

log(αijk + nijk) + log(αij + nij)

!
+O(

PN
i=1 riqi

n + α
)

同様に

NX
i=1

qiX
j=1

 
log Γ(αij)−

ri−1X

k=0

log Γ(αijk)

!
= −

NX
i=1

qiX
j=1

ri−1X

k=0

αijk log
αijk

αij

−1

2

NX
i=1

qiX
j=1

 
ri − 1

2
log(2π)−

ri−1X

k=0

log αijk + log αij

!
+O(

PN
i=1 riqi

n + α
)

従って

log p(X | g) = H(g, α)−H(g, α,X)− 1
2

N∑

i=1

qi∑

j=1

(
ri−1∑

k=0

log(αijk + nijk)− log(αij + nij)

)

+
1
2

N∑

i=1

qi∑

j=1

(
ri−1∑

k=0

log αijk − log αij

)
+O(

∑N
i=1 riqi

n + α
)

= H(g, α)−H(g, α,X)− 1
2

N∑

i=1

qi∑

j=1

ri−1∑

k=0

log
(

1 +
nijk

αijk

)

+
1
2

N∑

i=1

qi∑

j=1

log
(

1 +
nij

αij

)
+O(

∑N
i=1 riqi

n + α
).

Nが十分に大きい時、− 1
2

∑N
i=1

∑qi

j=1

∑ri−1
k=0 log

(
1 + nijk

αijk

)
+ 1

2

∑N
i=1

∑qi

j=1 log
(
1 + nij

αij

)
は、

− 1
2

∑N
i=1

∑qi

j=1

∑ri−1
k=0 log

(
1 + nijk

αijk

)
に収束する。

この定理より、以下の性質が簡単に証明される。

Corollary 1. For ∀i, ∀j, ∀k, αijk = 1
3nijk、対数予測分布はAIC [1]と事前分布エントロピー

の和として表現される。

log p(X | g) = H(g, α) + l(θ̂ | X)−
N∑

i=1

qi(ri − 1)

H(g, α)−AIC

このことより、AIC最小化によるベイジアンネットワーク学習は、事前知識を一切用いず、事
前分布を経験的に与える対数予測分布に一致することがわかる。
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Corollary 2. For ∀i,∀j, ∀k, αijk = 1(事前分布が一様分布)、nが十分に大きい時、対数予
測分布の上限は BIC [6]と事前分布エントロピーの和に収束する。

log p(X | g) ≈ H(g, α)−H(g, α,X)− 1
2

N∑

i=1

qiri log(1 + nijk)

→ H(g, α)−BIC

一様分布を事前分布に与えた場合の対数予測分布は BICとほぼ同等の振る舞いをすることが
わかる。

4 BDeuの漸近解析

事前の知識を事前分布に与えることは難しいので、一般には、事前分布のハイパーパラメータ
の制約 αijk = α

(riqi)
を持つBDeuが用いられることが多い。ここでは、定理 1より、log-BDeu

の性質を解析することにする。以下の性質が成り立つ。
Corollary 3. α + nが十分に大きい時、Log-BDeuは、以下に収束する。

log p(X | g) = α

N∑

i=1

log ri −H(g, α,X)− 1
2

N∑

i=1

qi∑

j=1

ri−1∑

k=0

log
(
1 +

riqinijk

α

)
(6)

情報量基準として解釈した場合、α log riは親ノード数に対して定数であり無視できる。結果
として、log-BDeuは次の二つに分解できる。(1) 対数事後分布 −H(g,X) と (2) パラメータ
数へのペナルティ項 1

2

∑N
i=1

∑qi

j=1

∑ri−1
k=0 log

(
1 + (riqinijk)

α

)
。これは、モデルへのあてはま

りを反映した (1)項とアークの追加を阻止するためのペナルティ項 (2)よりなるよく知られた
モデル選択基準の形式に一致する。

Steck (2008)も二ノードのアークのありなしに関する対数ベイズファクターの漸近展開によ
り、それがデータ分布の非一様性とモデルの複雑さとのトレードオフになることを導出して
いる。しかし、この分析では、先行研究で示されてきた αについての BDeuの振る舞いを説
明できていない。具体的には、Steck (2008)の導出では、ベイジアンネットワーク学習におけ
る αとデータ数との関係がほとんど考慮されていない。

本結果では、対数事後分布における αは、経験エントロピー（一様性）を増加させ、アーク
の追加を阻止する働きをする。一方、ペナルティ項での αは単調にペナルティ項の値を減少
させ、アークの追加を増加させる働きをする。すなわち、αは対数事後分布とペナルティ項で
全く逆の働きをしているのである。言葉を変えると、本結果は対数事後分布における αとペ
ナルティ項における αのアーク追加と削除の働きによるトレードオフの関係があることを示
している。最も重要なことは、この αのトレードオフが、先行研究で問題となってきた BDeu
の αへの高いセンシティビティの原因となっていると考えられることである。

さらに以下の性質が証明できる。
Proposition 1. α → 0のとき, BDeuにより学習されるネットワーク構造のアーク数は 0に
近づく。

証明は Corollary3より明らかである。また、この結果は、Steck & Jaakkolla (2002)で示さ
れたシミュレーションの結果と同じである。
Proposition 2. α → ∞のとき, BDeuにより学習されるネットワーク構造のアーク数は単
調増加し、完全グラフを得る。

Proof. α → ∞ のとき, ペナルティ項 − 1
2

∑N
i=1

∑qi

j=1

(∑ri−1
k=0 log(1 + (riqinijk)

α )
)

+
1
2

∑N
i=1

∑qi

j=1

(
log(1 + (riqinij)

α )
)
は 0に収束する。従って、log-BDeuは以下に収束する。

log p(X | g) = α

N∑

i=1

log ri −H(g,X)

対数事後分布はアークの増加に対して単調増加するので log-BDeuも単調増加する。
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Table 1: αの変化による BDeuの振る舞い
N ri α 0.1 1 10 100 1,000 104 105 106

alarm 36 4 BDeu

+ 3.0 3.6 32.0 123.4 192.7 254.0 314.4 370.0
- 1.6 1.3 0.4 0.1 0.4 0.4 0.4 0.0

ME 4.7 4.9 32.3 123.5 192.1 254.0 314.8 370.0
SD 1.66 1.57 2.81 3.41 3.40 2.66 2.84 2.67

insurance 27 5 BDeu

+ 1.0 0.9 9.8 45.8 91.9 132.6 173.0 205.4
- 15.0 12.5 9.9 8.0 7.4 7.4 7.4 7.4

ME 16.0 13.4 19.6 53.8 99.3 139.8 180.4 212.8
SD 1.70 1.11 1.06 2.06 2.54 2.16 2.64 3.16

water 32 4 BDeu

+ 15.9 21.3 51.2 104.3 152.2 193.9 236.5 275.4
- 40.2 36.6 27.9 20.3 17.1 14.3 12.6 10.9

ME 56.1 57.8 79.1 124.6 169.3 208.1 249.1 286.3
SD 1.60 1.98 3.18 2.95 3.42 3.28 2.58 3.12

win95pts 76 2 BDeu

+ 51.3 80.0 218.1 447.5 665.3 879.4 None None
- 17.5 16.9 12.3 9.7 6.1 5.8 None None

ME 68.8 96.9 230.5 457.2 671.4 885.2 None None
SD 10.48 10.62 8.11 6.55 5.62 5.23 None None

5 数値例

ここでは、シミュレーション実験によって αの値を変化させて BDeuの振る舞いを分析する。
本実験では、Bayesian Network Repository (http://compbio.cs.huji.ac.il/Repository/)より、
Alarm network, Insurance network, Water network, Win95pts network の構造を用いて実験
を行った。実験は各構造より 1, 000の乱数データを発生させ、αの値を変化させながら BDeu
で学習を各 50回繰り返し行い、平均誤差を評価した。表１に結果を示した。「ME」は 50回
中で学習された余分なアークと引かれなかった真のアークの和の平均値を示しており、「SD」
はMEの標準偏差を示している。「+」は余分なアークの平均数を示し、「-」は引かれなかっ
た真のアークの平均数を示す。Noneは、計算時間が３日間を超え、解が得られなかったこと
を示している。表より、αの値が増えるとアーク数が単調増加していること、αの値を減少さ
せていくとアークに対するペナルティが強くなり、アーク数が減少していくことがわかる。す
なわち、Proposition 1や Proposition 2が確認された。
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