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1. 発表内容
確率変数列X1, · · · , Xn, i.i.d,に対し，すべての nについてある適当な定数 cn > 0と γnが存
在して和 Snの分布が cnX1 + γnの分布に等しい (退化しない)とき安定分布であると定義さ
れる．また独立な確率変数に対し a−1

n (Sn − bn)がある分布に近づくように an > 0と bnが
とれるならば極限分布は必ず安定分布となる．このため安定分布は正規分布の自然な一般化
として考えられ様々な応用が期待されている．パラメータは α ∈ (0, 2] (尖り度), β ∈ [−1, 1]
(歪み度), µ ∈ (−∞,∞) (位置), σ ∈ (0,∞) (尺度)の 4つである. また，正規分布 (α = 2)
の時はすべてのモーメントを有し他の場合は分散を持たない，正規分布では αの情報量が
発散するなど α = 2と α 6= 2で状況が非常に異なる．Nagaev and Shkol’nik (1988)は対称
安定分布の正規分布近くでの挙動を明らかにし αの情報量の発散のオーダーを求めた．本
研究では Nagaev and Shkol’nik (1988)を拡張して一般安定分布 (β 6= 0)の正規分布近くで
の分布の挙動を明らかにするともに αの情報量の発散のオーダーを求めた．更に α ↑ 2の時
4つのパラメータ全ての情報量の挙動を明らかにした．今回の研究は主に理論的な興味であ
るが今後この特異性を最尤法や尤度比検定を行う際どのように取り扱うかが課題となる．

2. 安定分布の積分表現
安定分布の特性関数は以下のように書ける．
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(
−|σt|α

{
1 + iβ(signt) tan

(πα

2

)
(|σt|1−α − 1)

}
+ iµt

)

標準安定分布 (µ = 0, σ = 1)を仮定，パラメータの変換を定義する．
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Zolotarev (1986)により (Nolan (1997)も参照)密度関数は α 6= 1で x > ζ の場合に
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である．x < ζの場合には f(x; α, β) = f(−x; α,−β)の関係を用いる．証明は特性関数を複
素平面に拡張し，コーシーの定理を用い経路積分を工夫することで得られる．

3. α ↑ 2での挙動の解析
α ↑ 2のとき上の積分表現の積分区間を αと xに依存させて分割し，比の意味で大きくなる
項を求めると以下の定理が得られる．∆ = 2 − α とおく．
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表 1: Limit of information matrix at α = 2

Iθθ µ σ α β

µ 0.5 0 0 0
σ 0 2.0 −∞ 0
α 0 −∞ ∞ 0
β 0 0 0 0

Theorem 1 β ∈ (−1, 1)を固定し β∗ = β sign(x − ζ)とおき

F1(x; α, β) = f(x − ζ; 2),

F2(x; α, β) = (1 + β∗)∆|x − ζ|∆−3,

g(x; α, β) = F1(x; α, β) + F2(x; α, β)

と定義しておく．任意の小さな正数 εに対しある∆0と x0が存在してすべての∆ < ∆0と
x > x0に対して

|f(x; α, β)/g(x; α, β) − 1| < ε

となる．更に任意に小さい正数 δ > 0に対して，

g(x; α, β) =





F1(x; α, β)
(
1 + o(∆δ/2)

)
if |x − ζ| ≤ (2 − δ)(log 1/∆)1/2

F2(x; α, β)
(
1 + o(∆δ/2)

)
if |x − ζ| ≥ (2 + δ)(log 1/∆)1/2

が |x| > x0に関して一様に成り立つ．

この定理の意味するところは，正規分布近くの安定分布は裾を除いて正規分布で近似で
き，裾は多項式で近似できるということである．裾のオーダーに注目すれば安定分布が 2次
モーメントを有しないことが見てとれる．パラメータ θに関する情報量を Iθθと定義しパラ
メータに関する密度関数の微分を詳しく解析すると，α ↑ 2の極限操作で情報量行列は表 1
のようになる．なお Iααの情報量のオーダーは x > ζと x < ζの積分の計算で βに関する部
分が打ち消し合い，対称な場合と同じオーダーになった．

Iαα =
1

4∆ log 1/∆
(1 + o(1)).
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